
Ê ðåçóëüòàòó Èëüÿøåíêî-Õîâàíñêîãî î ðàçðåøèìîñòè â êâàäðàòóðàõ
ôóêñîâûõ ñèñòåì ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè

Âüþãèí È.Â.

ÈÏÏÈ ÐÀÍ

vyugin@gmail.com

Ãîíöîâ Ð.Ð.

ÈÏÏÈ ÐÀÍ

rgontsov@inbox.ru

Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðåøèìîñòè â

êâàäðàòóðàõ ôóêñîâûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Óòî÷íÿåòñÿ

ðåçóëüòàò Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî, À. Ã.Õîâàíñêîãî,

ïîëó÷èâøèõ êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ôóêñîâûõ

ñèñòåì ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì íà ñôåðå Ðèìàíà C îäíîðîäíîå
ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ñèñòåìó
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) ñ
ìåðîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî
îíî ðàçðåøèìî â êâàäðàòóðàõ, åñëè ëþáîå ðåøåíèå
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè F ïîëÿ C(z)
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííîì ïðè ïîìîùè
ïðèñîåäèíåíèÿ ýêñïîíåíò è èíòåãðàëîâ:

C(z) = F1 ⊆ . . .⊆ Fm = F,

ãäå ïîëå Fi+1 = Fi〈xi〉 ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê
ïîëþ Fi ýëåìåíòà xi, ÿâëÿþùåãîñÿ ýêñïîíåíòîé èëè
èíòåãðàëîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîëÿ Fi.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì
ðàçðåøèìîñòè â êâàäðàòóðàõ ôóêñîâûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ò. å.
ñèñòåì âèäà

dy
dz

=

(
n

∑
i=1

Bi

z−ai

)
y, (1)

ãäå y(z) � âåêòîð â Cp, B1, . . . ,Bn � êîìïëåêñíûå
(p × p)-ìàòðèöû (ìàòðèöû-âû÷åòû ñèñòåìû â
ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûõ òî÷êàõ a1, . . . ,an ∈ C).
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ ìîíîäðîìèÿ, èëè ïðåäñòàâëåíèå
ìîíîäðîìèè, îïðåäåëÿåìîå íèæå.

Ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè D íåîñîáîé òî÷êè
z0 ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Y (z) ñèñòåìû (1).

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìàòðèöû Y (z) âäîëü
ïðîèçâîëüíîé ïåòëè γ, íà÷èíàþùåéñÿ â z0 è ëåæàùåé
â C\{a1, . . . ,an}, ïðåîáðàçóåò ýòó ìàòðèöó â, âîîáùå
ãîâîðÿ, äðóãóþ ìàòðèöó Ỹ (z). Äâå ôóíäàìåíòàëüíûå
ìàòðèöû ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöû ïåðåõîäà Gγ , ñîîòâåòñòâóþùåé ïåòëå γ:

Ỹ (z) = Y (z)Gγ .

Îòîáðàæåíèå [γ] 7→ G−1
γ çàâèñèò òîëüêî îò

ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [γ] ïåòëè γ è, òàêèì
îáðàçîì, îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå

χ : π1(C\{a1, . . . ,an},z0)−→ GL(p,C)

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà
C \ {a1, . . . ,an} â ïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåííûõ
êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà p × p. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå è íàçûâàåòñÿ ìîíîäðîìèåé ëèíåéíîé
ñèñòåìû.

Ïîä ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (1) â îñîáîé
òî÷êå ai ïî îòíîøåíèþ ê ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå
Y (z) ïîíèìàþò ìàòðèöó Gi, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðîñòîé ïåòëå γi, îáõîäÿùåé òî÷êó ai, òàê
÷òî G−1

i = χ([γi]). Ìàòðèöû G1, . . . ,Gn ÿâëÿþòñÿ
îáðàçóþùèìè ãðóïïû ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (1).

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ðàçðåøèìîñòè â êâàäðàòóðàõ ôóêñîâîé ñèñòåìû
(1) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü åå ãðóïïû ìîíîäðîìèè
(ñì. [4], Ãëàâà 6, òåîð. 1.12). Íàïîìíèì, ÷òî
ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ
íåå ñóùåñòâóåò áàøíÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï
H = H0 ⊃H1 ⊃ . . .⊃Hm = e òàêàÿ, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà
Hi−1/Hi êîììóòàòèâíà ïðè êàæäîì i = 1, . . . ,m. Â
ñëó÷àå êîãäà êîýôôèöèåíòû Bi ôóêñîâîé ñèñòåìû
(1) ìàëû, Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî è À. Ã.Õîâàíñêèé [2]
ïîëó÷èëè ÿâíûé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè òàêîé
ñèñòåìû. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Ñóùåñòâóåò ε = ε(n, p) > 0 òàêîå, ÷òî óñëîâèå

ðàçðåøèìîñòè â êâàäðàòóðàõ äëÿ ôóêñîâîé

ñèñòåìû (1) c ‖Bi‖ < ε ïðèíèìàåò ÿâíûé

âèä: ñèñòåìà ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, åñëè è
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òîëüêî åñëè âñå ìàòðèöû Bi (â íåêîòîðîì áàçèñå)
òðåóãîëüíû.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ
È.À.Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî [3], êîòîðûé ïîêàçàë,
÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà ìîíîäðîìèè Gi âûðàæàåòñÿ
ñïåöèàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì îò ìàòðèö-âû÷åòîâ
B1, . . . ,Bn, íà÷èíàþùèìñÿ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöû è
ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáûõ B1, . . . ,Bn. Áîëåå òîãî, åñëè
ìàòðèöû Bi äîñòàòî÷íî ìàëû, òî îíè ÿâëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò
ìàòðèö ìîíîäðîìèè G1, . . . ,Gn è âûðàæàþòñÿ
÷åðåç íèõ ñïåöèàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè,
ñõîäÿùèìèñÿ ïðè G1, . . . ,Gn, áëèçêèõ ê åäèíè÷íîé
ìàòðèöå. Íî ãðóïïà (â äàííîì ñëó÷àå ãðóïïà
ìîíîäðîìèè ôóêñîâîé ñèñòåìû), ïîðîæäåííàÿ
ìàòðèöàìè, áëèçêèìè ê åäèíè÷íîé, ðàçðåøèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ìàòðèöû òðåóãîëüíû
(ñì. [4], Ãëàâà 6, òåîð. 2.7).

Â êíèãå [4] (çàìå÷àíèå íà ñòð. 221)
À. Ã.Õîâàíñêèé óêàçûâàåò íà ïðåäïîëîæåíèå
À.À.Áîëèáðóõà î òîì, ÷òî â óñëîâèè êðèòåðèÿ
ðàçðåøèìîñòè òðåáîâàíèå ìàëîñòè ìàòðèö Bi ìîæíî
îñëàáèòü. Äîñòàòî÷íî ëèøü òðåáîâàòü, ÷òîáû

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòèõ ìàòðèö áûëè ìàëû. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû óòî÷íÿåì ôîðìóëèðîâêó ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ è ïðèâîäèì åãî äîêàçàòåëüñòâî
(òåîðåìà 1).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ëåììà 1. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

β
j

i ìàòðèö-âû÷åòîâ Bi ôóêñîâîé ñèñòåìû (1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Reβ
j

i >− 1
n(p−1)

, i = 1, . . . ,n,

j = 1, . . . , p.

Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè òàêîé ñèñòåìû

âåðõíåòðåóãîëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ìàòðèöû

Bi (â íåêîòîðîì áàçèñå) âåðõíåòðåóãîëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ

ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé (ïîäðîáíî
èçëîæåííîé â êíèãå À.À.Áîëèáðóõà [1]), ñîãëàñíî
êîòîðîé ôóêñîâîé ñèñòåìå (1) ñîîòâåòñòâóåò
ãîëîìîðôíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E
ðàíãà p íàä ñôåðîé Ðèìàíà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ ∇. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå
ìîíîäðîìèè ñèñòåìû âåðõíåòðåóãîëüíî, òî
ñóùåñòâóåò E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ E p = E � ïîëíûé ôëàã
ïîäðàññëîåíèé ðàíãîâ 1,2, . . . , p ñîîòâåòñòâåííî,
êîòîðûå ñòàáèëèçèðóþòñÿ ñâÿçíîñòüþ ∇ (âñÿêîìó
ïîäïðåäñòàâëåíèþ ìîíîäðîìèè ðàçìåðíîñòè
k ñîîòâåòñòâóåò ïîäðàññëîåíèå ðàíãà k,
ñòàáèëèçèðóþùååñÿ ñâÿçíîñòüþ).

Ñòåïåíü (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì)
ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñ

ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ñóììó âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö-
âû÷åòîâ ñâÿçíîñòè ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì. Äëÿ
òîãî ÷òîáû íàéòè ñòåïåíü ïîäðàññëîåíèÿ ðàíãà
k, êîòîðîå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñâÿçíîñòüþ, íóæíî â
êàæäîé îñîáîé òî÷êå ïðîñóììèðîâàòü íåêîòîðûå
k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû-âû÷åòà (êàêèå
èìåííî � âîïðîñ áîëåå ñëîæíûé, íî îòâåò íà íåãî
â äàííîì ñëó÷àå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ). Èç óñëîâèÿ
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ ïîäðàññëîåíèé
Ek ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, degE p = 0, à äëÿ
k ≤ p−1 èìååì:

degEk =
n

∑
i=1

∑
j∈Ji, |Ji|=k

β
j

i =
n

∑
i=1

∑
j∈Ji, |Ji|=k

Reβ
j

i >

>− k
p−1

≥−1 =⇒ degEk = 0

(ñòåïåíü ïîäðàññëîåíèÿ ãîëîìîðôíî òðèâèàëüíîãî
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íå ïîëîæèòåëüíà). Òàêèì
îáðàçîì, âñå ïîäðàññëîåíèÿ Ek ãîëîìîðôíî
òðèâèàëüíû (ïîäðàññëîåíèå ãîëîìîðôíî
òðèâèàëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ãîëîìîðôíî
òðèâèàëüíî, åñëè åãî ñòåïåíü ðàâíà íóëþ) è ìàòðèöû
Bi îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó
âèäó. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òàêîãî îáùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Åñëè E � ãîëîìîðôíî òðèâèàëüíîå

âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà p íàä C ñ

ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, èìåþùåå ãîëîìîðôíî

òðèâèàëüíîå ïîäðàññëîåíèå E ′ ⊂ E ðàíãà k,
êîòîðîå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñâÿçíîñòüþ, òî âñå

ìàòðèöû-âû÷åòû Bi ñîîòâåòñòâóþùåé ôóêñîâîé

ñèñòåìû â íåêîòîðîì áàçèñå èìåþò áëî÷íî-

âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä:

Bi =

(
B′i ∗
0 ∗

)
, i = 1, . . . ,n,

ãäå B′i � áëîêè ðàçìåðà k× k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {s1, . . . ,sp} � áàçèñ

ãëîáàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ E
(ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â êàæäîé òî÷êå z ∈ C),
â êîòîðîì 1-ôîðìà ñâÿçíîñòè � ýòî 1-ôîðìà
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì òàêæå áàçèñ
{s′1, . . . ,s′p} ãëîáàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé
ðàññëîåíèÿ E òàêîé, ÷òî s′1, . . . ,s

′
k � ñå÷åíèÿ

ïîäðàññëîåíèÿ E ′, (s′1, . . . ,s
′
p) = (s1, . . . ,sp)C−1,

C ∈ GL(p,C).
Âûáåðåì òåïåðü òàêîé áàçèñ {h1, . . . ,hp} ñå÷åíèé

ðàññëîåíèÿ E, ãîðèçîíòàëüíûõ îòíîñèòåëüíî
ñâÿçíîñòè, ÷òî h1, . . . ,hk � ñå÷åíèÿ ïîäðàññëîåíèÿ E ′

(ýòî âîçìîæíî, ò. ê. E ′ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñâÿçíîñòüþ).
Ïóñòü Y (z) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû,
ñòîëáöû êîòîðîé ñóòü êîîðäèíàòû ñå÷åíèé h1, . . . ,hp
â áàçèñå {s1, . . . ,sp}. Òîãäà

Y ′(z) =CY (z) =
(

k× k ∗
0 ∗

)
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� áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ïîñêîëüêó
åå ñòîëáöû � êîîðäèíàòû ñå÷åíèé h1, . . . ,hp â
áàçèñå {s′1, . . . ,s′p}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå
y′ = Cy ïðèâîäèò èñõîäíóþ ñèñòåìó ê áëî÷íî-
âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó. Ëåììà 2 (à âìåñòå ñ íåé è
ëåììà 1) äîêàçàíà.

Ìàòðèöó G íàçîâåì N-ðåçîíàíñíîé, åñëè
íàéäóòñÿ äâà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 6= λ2
òàêèå, ÷òî λ N

1 = λ N
2 , ò. å.

|λ1|= |λ2|, argλ1− argλ2 =
2π

N
j, j ∈ {1,2, . . . ,N−1}.

Ïóñòü ãðóïïà H ⊂ GL(p,C) ïîðîæäåíà
ìàòðèöàìè G1, . . . ,Gn. Åñëè ýòè ìàòðèöû äîñòàòî÷íî
áëèçêè ê åäèíè÷íîé, òî èç ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû
H ñëåäóåò èõ òðåóãîëüíîñòü. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ,
ñëåäóþùåìó ïîñëå òåîðåìû 2.7 ãëàâû 6 èç [4],
òðåáîâàíèå áëèçîñòè ìàòðèö Gi ê åäèíè÷íîé ìîæíî
îñëàáèòü.

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî N = N(p) òàêîå,
÷òî åñëè ìàòðèöû G1, . . . ,Gn íå ÿâëÿþòñÿ N-
ðåçîíàíñíûìè, òî èç ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû H
ñëåäóåò òðåóãîëüíîñòü ýòèõ ìàòðèö.

3. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

β
j

i ìàòðèö-âû÷åòîâ Bi ôóêñîâîé ñèñòåìû (1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Reβ
j

i >− 1
n(p−1)

, i = 1, . . . ,n,

j = 1, . . . , p,

à òàêæå äëÿ êàæäîé ïàðû β
j

i 6= β k
i ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ìàòðèöû Bi (i = 1, . . . ,n) âûïîëíåíî îäíî

èç äâóõ óñëîâèé:

1) Reβ
j

i −Reβ k
i 6∈Q;

2) Imβ
j

i 6= Imβ k
i .

Òîãäà ðàçðåøèìîñòü ôóêñîâîé ñèñòåìû (1) â

êâàäðàòóðàõ ýêâèâàëåíòíà òðåóãîëüíîñòè (â
íåêîòîðîì áàçèñå) âñåõ ìàòðèö Bi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ
j

i
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Gi ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè β

j
i ìàòðèöû-âû÷åòà Bi ôóêñîâîé

ñèñòåìû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì (ñì. [1], ëåêöèÿ
6):

λ
j

i = exp(2π iβ
j

i ), i =
√
−1.

Òàêèì îáðàçîì,

λ
j

i = exp(2π i(Reβ
j

i + i Imβ
j

i )) =

= e−2π Imβ
j

i (cos(2π Reβ
j

i )+ i sin(2π Reβ
j

i )),

è â ñèëó óñëîâèé íà ÷èñëà β
j

i ìàòðèöû Gi íå
ìîãóò áûòü N-ðåçîíàíñíûìè íè ïðè êàêîì N. Òåïåðü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåìì 1, 3.
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