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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèå êîäîâ
ñ ìàëîé ïëîòíîñòüþ ïðîâåðîê ñ êîìïîíåíòíûì
êîäîì Õýììèíãà (Õ-ÌÏÏ-êîäîâ). Îñíîâíàÿ èäåÿ
àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ Õ-ÌÏÏ-êîäà àíàëîãè÷íà
èäåè àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ èç ðàáîòû 2009ã.
Â. Â. Çÿáëîâà, Ð. Éîõàííåññîíà è Ì. Ëîí÷àð: óìåíü-
øåíèå êîëè÷åñòâà íåâûïîëíåííûõ ïðîâåðîê íà êàæ-
äîé èòåðàöèè àëãîðèòìà. Â ïðåäëîæåííîì àëãî-
ðèòìå ìîäèôèöèðóåòñÿ òîëüêî êðèòåðèé âûáîðà
çàìåíÿåìîãî (èíâåðòèðóåìîãî) ñèìâîëà. Êðèòåðèé
ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ïðîâåðîê êîäà Õýì-
ìèíãà çàìåíåíà ñèìâîëà ïðèâîäèò íå òîëüêî ê òî-
ìó, ÷òî ïðîâåðîêà ñòàíîâèòñÿ ëèáî âûïîëíåííîé,
ëèáî íåâûïîëíåííîé, êàê äëÿ ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü,
íî òàêæå è ê òîìó, ÷òî íåâûïîëíåííàÿ ïðîâåðî-
êà îñòàíåòñÿ íåâûïîëíåííîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñíè-
çèòü òðåáîâàíèÿ ê êîëè÷åñòâó íåâûïîëíåííûõ ïðî-
âåðîê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî çàìåíÿåìûé ñèì-
âîë íàéäåòñÿ. Äëÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïî-
ëó÷åíà îöåíêà íà äîëþ ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ
îøèáîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ îöåíêè â ãðàôå
Òàííåðà ÷èñëà ðåáåð ñ çàäàííûì ñâîéñòâàìè, ðàçðà-
áîòàííûõ Â.Â. Çÿáëîâûì è Ï.Ñ. Ðûáèíûì â ðàáîòå
2010ã.

1. Ââåäåíèå

Êîððåêòèðóþùèå ñâîéñòâà êîäà ñ ìàëîé ïëîò-
íîñòüþ ïðîâåðîê (ÌÏÏ-êîäà) Ãàëëàãåðà [1] äëÿ
äâîè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà (ÄÑÊ) âïåðâûå áû-
ëè èññëåäîâàíû â ðàáîòå [2], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ÌÏÏ-êîä Ãàëëàãåðà, ñïîñîáíûé ãàðàíòè-
ðîâàííî èñïðàâèòü ëèíåéíóþ äîëþ îøèáîê ñî ñëîæ-
íîñòüþ ïîðÿäêà O (n logn) , ãäå n � äëèíà ÌÏÏ-êîäà.
Çàòåì â ðàáîòå [3] êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè áûëà
ïîëó÷åíà áîëåå ïðîñòàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ îöåíêà êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòè àíàëîãè÷-
íîãî äåêîäåðà, íî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ëó÷øå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-

÷åííûõ ïî ñòàðîé îöåíêå [2].

ÌÏÏ-êîä ñ êîìïîíåíòíûì êîäîì Õýììèíãà (Õ-
ÌÏÏ-êîä) áûë ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [4]. Çàòåì êî-
äîâîå ðàññòîÿíèå è 'ìÿãêîå' äåêîäèðîâàíèå Õ-ÌÏÏ-
êîäîâ áûëî èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ [5] è [6]. Â ðàáîòå
[7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíñàìáëü Õ-ÌÏÏ-êîäîâ ñî-
äåðæèò êîäû ñ ìèíèìàëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì,
ïî÷òè äîñòèãàþùèì ãðàíèöó Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà.
Çàòåì ïóòåì îáîáùåíèÿ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â
[2], â ðàáîòàõ [8] è [9] áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ
Õ-ÌÏÏ-êîäîâ è q-è÷íûõ ÌÏÏ-êîäîâ, àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòó èç [2]. Â ðàáîòå [10] áûëè îáîáùåíû ìåòî-
äû èç [2] äëÿ äâîè÷íîãî ñòèðàþùåãî êàíàëà. Çàòåì â
ðàáîòå [11] áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îöåíêè â ãðà-
ôå Òàííåðà ÷èñëà ðåáåð ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè,
÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâóþ îöåíêó íà äîëþ ãà-
ðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê, êîòîðàÿ íåìíî-
ãî óëó÷øàåò îöåíêó èç [2] è çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò
îöåíêó èç [8].

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîò æå àí-
ñàìáëü Õ-ÌÏÏ-êîäîâ, êàê â ðàáîòå [8] è [11]. Òàêæå
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìîâ äå-
êîäèðîâàíèÿ Õ-ÌÏÏ-êîäîâ, ðàññìîòðåííûõ â ðàáî-
òàõ [8] è [11]: óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà íåâûïîëíåí-
íûõ ïðîâåðîê êîäîâ êîìïîíåíòîâ íà êàæäîé èòå-
ðàöèè àëãîðèòìà. Ìû ïðåäëàãàåì íåìíîãî ìîäèôè-
öèðîâàòü êðèòåðèé çàìåíû ñèìâîëà. Êðèòåðèé ó÷è-
òûâàåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ïðîâåðîê êîäà Õýììèíãà
çàìåíåíà ñèìâîëà ïðèâîäèò íå òîëüêî ê òîìó, ÷òî
ïðîâåðîêà ñòàíîâèòñÿ ëèáî âûïîëíåííîé, ëèáî íåâû-
ïîëíåííîé, êàê äëÿ ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü, íî òàêæå
è ê òîìó, ÷òî íåâûïîëíåííàÿ ïðîâåðîêà îñòàíåòñÿ
íåâûïîëíåííîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê
êîëè÷åñòâó íåâûïîëíåííûõ ïðîâåðîê, ÷òîáû ãàðàí-
òèðîâàòü, ÷òî çàìåíÿåìûé ñèìâîë íàéäåòñÿ. ×òî â
ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü îöåíêó íà äîëþ
ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê. Â ðàáîòå íàìè
ïîëó÷åíà îöåíêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ îöåíêè â
ãðàôå Òàííåðà ÷èñëà ðåáåð ñ çàäàííûì ñâîéñòâàìè,
ðàçðàáîòàííûõ â [11].
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2. Ïîñòðîåíèå è ñâîéñòâà Õ-ÌÏÏ-êîäà

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H
êîäà ñ ìàëîé ïëîòíîñòüþ ïðîâåðîê êîäà Õåììèí-
ãà (Õ-ÌÏÏ-êîäà). Ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó êîäà Õýì-
ìèíãà îáîçíà÷èì H0. Çàïèøåì äèàãîíàëüíóþ áëî÷-
íóþ ìàòðèöó Hb ñ b ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè H0 íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè:

Hb =


H0 0 . . . 0
0 H0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . H0︸ ︷︷ ︸

b


,

ãäå b î÷åíü âåëèêî. Åñëè ðàçìåð ìàòðèöû H0 ðà-
âåí m0 × n0, òîãäà ðàçìåð ìàòðèöû Hb � bm0 × bn0.
Îáîçíà÷èì π(Hb) ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ
ìàòðèöû Hb. Òîãäà ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ℓ > 2
òàêèõ ïåðåñòàíîâîê â êà÷åñòâå ñëîåâ,

H =


H1
H2
...

Hℓ

=


π1(Hb)
π2(Hb)

...
πℓ(Hb)


ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H ðàç-
ìåðà ℓbm0 × bn0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò àíñàìáëü Õ-
ÌÏÏ-êîäîâ äëèíû n = bn0, ãäå n ≫ n0. Îáîçíà÷èì
ýòîò àíñàìáëü E (n0, ℓ,b).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Äëÿ êîìïîíåíòíîãî êîäà
Õýììèíãà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H0 íåçàâèñèìî è
ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàÿ ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè πl ,
l = 1,2, ..., ℓ, îïðåäåëèì àíñàìáëü îáîáùåííûõ ÌÏÏ-
êîäîâ E (n0, ℓ,b).

Íèæíÿÿ îöåíêà íà ñêîðîñòü R êîäà èç E (n0, ℓ,b)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

R > 1− ℓ(1−R0) ,

ãäå R0 =
m0

2m0−1 � ñêîðîñòü êîäà Õýììèíãà. Ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà H èìååò ïîëíûé
ðàíã.

Êàê ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ, Õ-ÌÏÏ-êîä èç
E (n0, ℓ,b) èìååò n = bn0 êîäîâûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå
ðàñïðåäåëåíû ìåæäó ℓb êîìïîíåíòíûõ êîäîâ (b â
êàæäîì ñëîå) ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H0. Òàêèå êî-
äû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ äâóäîëü-
íîãî ãðàôà Òàííåðà [12] G = (V1 : V2,E) c n = bn0
âåðøèíàìè-ñèìâîëàìè V1 è ℓb âåðøèíàìè-êîäàìè
V2, êàê íà ðèñ. 1. Êàæäàÿ âåðøèíà-êîä âêëþ÷àåò
m0 ïðîâåðî÷íûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöå H0. Åñëè ñèìâîë âõîäèò â ïðî-
âåðêó êîäà-êîìïîíåíòà, òî â ãðàôå Òàííåðà ñóùå-
ñòâóåò ðåáðî èç E, ñîåäèíÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùóþ

…

… … …

…

(2,1)

0H
( ,1)

0

b
H

(1,1)

0H

Слой 1 Слой 2

…

ℓСлой

( ,2)

0

b
H

(1,2)

0H
(2,2)

0H

… …

( , )

0

b
H

ℓ(2, )

0H
ℓ(1, )

0H
ℓ
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v
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v…

ℓ

0n

Ðèñ. 1. Äâóäîëüíûé ãðàô Òàííåðà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå H ÌÏÏ-êîäà Ãàëëàãå-

ðà

âåðøèíó-ñèìâîë èç V1 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíîé-
êîäîì èç V2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíñòðóêöèåé ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöû îáîáùåííîãî ÌÏÏ-êîäà êàæäûé
êîäîâûé ñèìâîë âõîäèò â ïðîâåðêè òî÷íî îäíîãî
êîäà-êîìïîíåíòà â êàæäîì ñëîå. Òàêèì îáðàçîì, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ãðàô Òàííåðà ðåãóëÿðåí ñî ñòåïåíüþ
âåðøèíû-ñèìâîëà ðàâíîé ℓ è ñòåïåíüþ âåðøèíû-
êîäà ðàâíîé n0.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå êîìïîíåíòíûé êîä Õýì-
ìèíãà: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m0 ≥ 2 ñóùåñòâó-
åò êîä Õýììèíãà ñ äëèíîé n0 = 2m0 − 1, ðàçìåðíî-
ñòüþ k0 = n0 −m0, êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d0 = 3 è êî-
äîâîé ñêîðîñòüþ R0 = 1 − m0

n0
. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðè-

öà H0 ðàçìåðà m0 × n0 êîäà Õýììèíãà ñ ïàðàìåòðà-
ìè (n0,k0,d0) ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ äâîè÷íûõ
âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ðàçìåðíîñòè m0. Òîãäà êîäîâîå
ñëîâî x êîäà Õýììèíãà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

H0xT = s = 0.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà êîäà Õýììèí-
ãà, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïóñòü
r = x+e ïðèíÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîìáèíàöè-
åé îøèáîê e êðàòíîñòè W . Âû÷èñëèì ñèíäðîì s äëÿ
ïðèíÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

H0rT = H0eT = s.

Ïî çíà÷åíèþ ñèíäðîìà s êîìáèíàöèþ îøèáîê ïðè-
íÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà:

• îáíàðóæåííóþ (s ̸= 0);

• íåîáíàðóæåííóþ (s = 0, ò.å. êîìáèíàöèÿ îøèáîê
ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì êîäà Õýììèíãà).

Â ñëó÷àå åñëè êîìáèíàöèÿ îøèáîê îáíàðóæåíà êî-
äîì Õýììèíãà, ò.å. s ̸= 0, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî
îäíà ïîçèöèÿ, çàìåíà ñèìâîëà íà êîòîðîé äàñò íóëå-
âîé ñèíäðîì. Èíûìè ñëîâàìè äëÿ ëþáîé îáíàðóæåí-
íîé êîìáèíàöèè îøèáîê âñåãäà íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-
íîå êîäîâîå ñëîâî íà ðàññòîÿíèè 1. Ïðè ýòîì âåñ îá-
íàðóæåííîé êîìáèíàöèè îøèáîê ìîæåò áûòü êàê íà
åäèíèöó áîëüøå (íàïðèìåð, êîìáèíàöèè îøèáîê âå-
ñà îäèí), òàê è íà åäèíèöó ìåíüøå (íàïðèìåð, êîì-
áèíàöèè îøèáîê êðàòíîñòè äâà), ÷åì âåñ áëèæàéøå-
ãî êîäîâîãî ñëîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà äàííîãî
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Ðèñ. 2. Äâóäîëüíûé ãðàô Òàííåðà ñ ââåäåííûìè

îáîçíà÷åíèÿìè ðåáåð è ìíîæåñòâ íåâûïîëíåííûõ

è âûïîëíåííûõ ïðîâåðîê

ñèìâîëà ó êîìáèíàöèè îøèáîê ñ âåñîì áîëüøèì, ÷åì
ó áëèæàéøåãî êîäîâîãî ñëîâà, ïðèâåäåò ê óìåíüøå-
íèþ êîëè÷åñòâà îøèáîê, à ó êîìáèíàöèè îøèáîê ñ
ìåíüøèì âåñîì - ê ââåäåíèþ íîâûõ.

Òàêæå âàæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå îáíàðóæåí-
íîé êîìáèíàöèè îøèáîê çàìåíà ñèìâîëà íà îñòàâ-
øèõñÿ n0−1 ïîçèöèÿõ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïðîâåðêà
êîäà Õýììèíãà îñòàíåòñÿ íåâûïîëíåííîé.

Ïóñòü äëÿ ïðèíÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r ñ W
îøèáêàìè ÷àñòü êîìïîíåíòíûõ êîäîâ Õ-ÌÏÏ-êîäà
îáíàðóæèëè ýòè îøèáêè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i-îãî,
i = 1, ...,n, ñèìâîëà ïðèíÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå
ℓ ïðîâåðîê, â êîòîðûå îí âõîäèò äåëÿòñÿ íà ñëåäóþ-
ùèå ìíîæåñòâà (ñì. ðèñ. 2):

• A � ìíîæåñòâî êîäîâ-êîìïîíåíòîâ, îáíàðóæèâ-
øèõ îøèáêè, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà
äâà ïîäìíîæåñòâà:

� A1→0 � ìíîæåñòâî êîäîâ-êîìïîíåíòîâ, ïðî-
âåðêè êîòîðûõ ñòàíóò âûïîëíåííûìè, ïî-
ñëå çàìåíû äàííîãî ñèìâîëà;

� A1→1 � ìíîæåñòâî êîäîâ-êîìïîíåíòîâ, ïðî-
âåðêè êîòîðûõ îñòàíóòñÿ íåâûïîëíåííûìè,
ïîñëå çàìåíû äàííîãî ñèìâîëà;

• C � ìíîæåñòâî êîäîâ-êîìïîíåíòîâ ñ âûïîëíåí-
íûìè ïðîâåðêàìè.

Òîãäà ìû ìîæåì ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ðå-
áåð ãðàôà Òàííåðà:

• e(i)A1→0
� ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç i-îé

âåðøèíû-ñèìâîëà è âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî
A1→0;

• e(i)A1→1
� ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç i-îé

âåðøèíû-ñèìâîëà è âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî
A1→1;

• e(i)C � ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç i-îé âåðøèíû-
ñèìâîëà è âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî C.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî

ðåáåð e(i)A1→0
òàêæå ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðîâåðîê, êîòî-

ðûå ñòàíóò âûïîëíåííûìè ïîñëå çàìåíû i-îãî ñèì-

âîëà. Àíàëîãè÷íî e(i)A1→1
� ÷èñëî ïðîâåðîê, êîòîðûå

îñòàíóòñÿ íåâûïîëíåííûìè, à e(i)C � ÷èñëî ïðîâåðîê,
êîòîðûå îêàæóòñÿ íåâûïîëíåííûìè ïîñëå çàìåíû i-
îãî ñèìâîëà.

3. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ

3.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå èäåÿ àëãîðèòìà äåêîäèðî-
âàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíüøåíèè êîëè÷åñòâà íåâû-
ïîëíåííûõ ïðîâåðîê íà êàæäîé èòåðàöèè äåêîäè-
ðîâàíèÿ, êàê â ðàáîòàõ [8] è [11]. Íî â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùèõ ðàáîò ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû êîëè÷å-
ñòâî ïðîâåðîê, êîòîðûå ñòàíóò íóëåâûìè ïîñëå çà-
ìåíû ðàññìàòðèâàåìîãî i-îãî ñèìâîëà, áûëî áîëüøå
ïîëîâèíû âñåõ ïðîâåðîê, èëè â ââåäåííûõ âûøå îáî-
çíà÷åíèÿõ:

e(i)A1→0
>

ℓ

2
. (1)

Ìû òðåáóåì ëèøü, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ïðîâåðîê, êî-
òîðûå ñòàíóò âûïîëíåííûìè, áûëî áîëüøå êîëè÷å-
ñòâà ïðîâåðîê, êîòîðûå ñòàíóò íåâûïîëíåííûìè ïî-
ñëå çàìåíû i-îãî ñèìâîëà:

e(i)A1→0
> e(i)C . (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàìåíå i-îãî ñèìâîëà êîëè÷åñòâî
íåâûïîëíåííûõ ïðîâåðîê óìåíüøèòñÿ.

Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî äëÿ êîìïîíåíòíîãî êîäà ñ
ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü óñëîâèå (2) àíàëîãè÷íî óñëî-
âèþ (1), ò.ê. ïðè çàìåíåí ñèìâîëà ïðîâåðêà, ñîäåðæà-
ùàÿ äàííûé ñèìâîë, ñòàíîâèòñÿ ëèáî âûïîëíåííîé,
ëèáî íåâûïîëíåííîé. Íî äëÿ êîäà Õýììèíãà óñëîâèÿ
(1) è (2) ðàçëè÷íû, ò.ê. äëÿ i-îãî ñèìâîëà ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî ïðîâåðîê, êîòîðûå îñòàíóòñÿ íåâûïîë-
íåííûìè è ïîñëå çàìåíû i-îãî ñèìâîëà. Èìåííî íà
ýòîé èäåå è ïîñòðîåí àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ
Õ-ÌÏÏ-êîäà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ôîðìàëüíî àëãîðèòì äåêîäè-
ðîâàíèÿ A , êàæäàÿ i-ÿ èòåðàöèÿ, i = 1,2, ..., imax, êî-
òîðîãî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äâóõ øàãîâ:

1. ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåì ñèìâîëû, j =
1, ..,n, äåêîäèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r(i), ãäå
r(1) ýòî ïðèíÿòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r:

• âû÷èñëÿåì e( j)
A1→0

è e( j)
C ;

• çàìåíÿåì ñèìâîë, åñëè e( j)
A1→0

> e( j)
C (îáíîâ-

ëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü);

• ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñèìâîëó;
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Ðèñ. 3. Ïîäãðàô ãðàôà Òàííåðà ñîäåðæàùèé

âåðøèíû-ñèìâîëû, ñîîòâåòñòâóþùèå îøèáî÷íûì

ñèìâîëàì

2. ðàññìàòðèâàåì îáíîâëåííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü r(i), ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå:

• åñëè ñèíäðîì ÌÏÏ-êîäà äëÿ îáíîâëåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàë íóëåâûì (ò.å. íåò
íè îäíîãî êîìïîíåíòíîãî êîäà ñ íåâûïîë-
íåííîé ïðîâåðêîé), àëãîðèòì âîçâðàùàåò
îáíîâëåííóþ ('èñïðàâëåííóþ') ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü r(i), óñòàíàâëèâàåò ôëàã óñïåø-
íîãî äåêîäèðîâàíèÿ è ïðåêðàùàåò âûïîë-
íåíèå;

• â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè êîëè÷åñòâî íåâû-
ïîëíåííûõ ïðîâåðîê óìåíüøèëîñü, òî àë-
ãîðèòì ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè
i+ 1 ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ r(i+1), êîòîðàÿ
â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îáíîâëåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ r(i);

• èíà÷å àëãîðèòì óñòàíàâëèâàåò ôëàã îòêàçà
îò äåêîäèðîâàíèÿ è çàâåðøàåò âûïîëíåíèå.

3.2. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿåìî-

ãî ñèìâîëà

Ïîëó÷èì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî äëÿ çàäàííîãî Õ-ÌÏÏ-êîäà è çàäàííîé êîìáèíà-
öèè îøèáîê êðàòíîñòè W ãàðàíòèðîâàííî íàéäåòñÿ
ñèìâîë, çàìåíà êîòîðîãî óìåíüøèò êîëè÷åñòâî íåâû-
ïîëíåííûõ ïðîâåðîê.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óñëîâèå çàìåíû i-îãî ñèìâî-
ëà (2) â ñëåäóþùåì âèäå, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â ñèëó
êîíñòðóêöèè Õ-ÌÏÏ-êîäà êàæäûé ñèìâîë âõîäèò
ðîâíî â ℓ ïðîâåðîê:

e(i)A1→0
> e(i)C = ℓ− e(i)A1→0

− e(i)A1→1
.

Òîãäà

2e(i)A1→0
+ e(i)A1→1

> ℓ. (3)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäãðàô ãðàôà Òàííåðà, ñî-
äåðæàùèé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå îøèáî÷íûì
ñèìâîëàì(êîòîðûõ ðîâíî W ), è âñå âåðøèíû-êîäû,
ñîåäèíåííûå ñ âûáðàííûìè âåðøèíàìè-ñèìâîëàìè
(ñì. ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð â äàí-

íîì ïîäãðàôå â òî÷íîñòè ðàâíîWℓ, ò.ê. êàæäûé ñèì-
âîë âõîäèò ðîâíî â ℓ ïðîâåðîê, ò.å. êàæäàÿ âåðøèíà-
ñèìâîë ñîåäèíåíà ðîâíî ñ ℓ âåðøèíàìè-êîäàìè. Ïî-
ñêîëüêó êàæäàÿ âåðøèíà-ñèìâîë èìååò íàáîð èç ℓ
ñìåæíûõ ðåáåð, íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ íàáîðàìè äðó-
ãèõ âåðøèí-ñèìâîëîâ, òî óñëîâèå (3) ìîæíî çàïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

2
W

∑
i=1

e(i)A1→0
+

W

∑
i=1

e(i)A1→1
>Wℓ. (4)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè óñëîâèå (4) äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ïîäãðàôà âûïîëíÿåòñÿ, òî ñðåäè W ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèìâîëîâ, íàéäåòñÿ ñèìâîë, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ (2), ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

åñëè 2e(i)A1→0
+e(i)A1→1

< ℓ äëÿ i = 1, ..,W , òî 2∑W
i=1 e(i)A1→0

+

∑W
i=1 e(i)A1→1

< Wℓ. À çíà÷èò è ñðåäè âñåõ n ñèìâîëîâ
Õ-ÌÏÏ-êîäà ãàðàíòèðîâàííî íàéäåòñÿ ñèìâîë, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ýòîìó óñëîâèþ.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4) ãà-
ðàíòèðóåò ëèøü òî, ÷òî ñðåäè âñåõ n ñèìâîëîâ íàé-
äåòñÿ ñèìâîë óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2). Ïðè
ýòî íå ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ñèìâîë áóäåò íåïðåìåííî
îøèáî÷íûé. Ïðè çàìåíå ïðàâèëüíîãî ñèìâîëà àëãî-
ðèòìîì A áóäåò âíåñåíà îøèáêà, íî ïðè ýòîì êîëè-
÷åñòâî íåâûïîëíåííûõ ïðîâåðîê áóäåò óìåíüøåíî.

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Èìåííî ïóòåì îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) ìû ïîëó÷èëè îöåíêó
íà äîëþ ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê, ïðåä-
ñòàâëåííóþ â ñëåäóþùåé ÷àñòè.

4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íåîá-
õîäèìî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• g0 (s,n0) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîëè÷åñòâà

G(i)
0 êîäîâûõ ñëîâ âåñà i êîäà Õýììèíãà äëèíû

n0:

g0 (s,n0) = ∑
i

G(i)
0 si =

=
(1+ s)n0 +n0 (1− s)

(
1− s2

) n0−1
2

n0 +1
.

• g1 (s,n0) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîëè÷åñòâà

G(i)
1 êîìáèíàöèé i îøèáîê, îáíàðóæèâàåìûõ êî-

äîì Õýììèíãà ñ äëèíîé n0:

g1 (s,n0) = ∑
i

G(i)
1 si =

= (1+ s)n0 −g0(s,n0).

• ge (s,v,n0) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîëè÷åñòâà

òàêèõ G(i, j)
e êîìáèíàöèé j îøèáîê, ÷òî ñóììà èç
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óñëîâèÿ (4) ðàâíà â òî÷íîñòè i:

ge (s,v,n0) = ∑
i

∑
j

G(i, j)
e s jvi =

= gA1→0 (sv,n0)v+g1 (sv,n0)−gA1→0 (sv,n0) ,

ãäå gA1→0 (sv,n0) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ òàêèõ
êîìáèíàöèé îøèáîê, âåñ êîòîðûõ íà åäèíèöó
áîëüøå, ÷åì âåñ áëèæàéøåãî êîäîâîãî ñëîâà:

gA1→0 (s,n0) =

(
n0g0 (s,n0)−

∂g0 (s,n0)

∂ s
s
)

s.

• h(ω) � ôóíêöèÿ äâîè÷íîé ýíòðîïèè:

h(ω) =−ωlog2ω − (1−ω) log2 (1−ω) .

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîðåíü ω0
ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

h(ω)− ℓFe (ω,n0) = 0, (5)

ãäå Fe (ω,n0) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Fe (ω,n0), h(ω)+

+ max
s>0,0<v<1

{
ωlog2sv− 1

n0
log2 (ge (s,v,n0)+g0 (s,n0))

}
.

Ïóñòü òàêæå äëÿ íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ ω0 ñóùå-
ñòâóåò êîðåíü óðàâíåíèÿ α0 ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

h(ω0)− ℓFs (α,ω0,n0, ℓ) = 0, (6)

ãäå Fs (α,ω0,n0, ℓ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Fs (α,ω0,n0, ℓ), h(ω0)+

+ max
s>0,0<v<1

{ω0

(
log2s+

ℓ− 1−α
α

ℓ
log2v

)
−

− 1
n0

log2 (g1 (s,n0)v+g0 (s,n0))}.

Òîãäà â àíñàìáëå E (n0, ℓ,b) ñóùåñòâóåò êîä (ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ p òàêîé, ÷òî lim

n→∞
p = 1), êîòîðûé ìî-

æåò èñïðàâèòü ëþáóþ êîìáèíàöèþ îøèáîê êðàò-
íîñòè äî ⌊α0ω0n⌋ ñî ñëîæíîñòüþ äåêîäèðîâàíèÿ ïî-
ðÿäêà O (n logn).

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Óðàâíåíèå (5) ïîëó÷åíî
ïðè îöåíêå âåðîÿòíîñòè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) ìå-
òîäàìè, ðàçðàáîòàííûìè â [11]. Óðàâíåíèå (5) ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü òàêîå çíà÷åíèå äîëè îøèáîê ω0, ÷òî
∀ω < ω0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáûõ êîìáèíàöèé îøèáîê êðàòíîñòè ìåíüøå
⌊ω0n⌋ àëãîðèòì A íàéäåò ñèìâîë, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ (2). Íî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 2 àëãî-
ðèòì äåêîäèðîâàíèÿ A ìîæåò êàê èñïðàâëÿòü, òàê è
âíîñèòü íîâûå îøèáêè â òå÷åíèå ñâîåé ðàáîòû. Åñëè

63 127 255 511 1 023 2 047 4 095
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Ðèñ. 4. Äîëÿ ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê

äâîè÷íûì Õ-ÌÏÏ-êîäîì â çàâèñèìîñòè îò äëè-

íû êîäà-êîìïîíåíòà ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè

R = 0,5

æå äîëÿ îøèáîê â äåêîäèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â êàêîé-òî ìîìåíò ïðåâûñèò íàéäåííóþ äîëþ ω0, òî
â äàëüíåéøåì ìû íå ñìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî àë-
ãîðèòì A íàéäåò ñèìâîë, óäîâëåòâîðÿþùèé (2), è
êàê ñëåäñòâèå, ÷òî íàéäåííàÿ äîëÿ îøèáîê ãàðàí-
òèðîâàííî áóäåò èñïðàâëåíà. Ïîýòîìó áûëî ââåäå-
íî íåêîòîðîå óñëîâèå (6) íà êîëè÷åñòâî íåâûïîëíåí-
íûõ ïðîâåðîê ïðè ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè îøèáîê
⌊ω0n⌋. Äàííîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò íàì íàéòè òàêóþ
äîëþ α0 îò ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòè îøèáîê ⌊ω0n⌋,
ïðè êîòîðîé ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî îøèáîê
â äåêîäèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèêîãäà íå ïðå-
âûñèò ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî àëãîðèòì A ãàðàíòèðîâàí-
íî èñïðàâèò ëþáóþ êîìáèíàöèþ îøèáîê êðàòíîñòè
ìåíåå ⌊α0ω0n⌋.

5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Íà ðèñ. 4 è â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû äîëè ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê
ïðè äåêîäèðîâàíèè Õ-ÌÏÏ-êîäà ïî àëãîðèòìó A â
çàâèñèìîñòè îò äëèíû êîäà-êîìïîíåíòà ïðè ôèêñè-
ðîâàííîé êîäîâîé ñêîðîñòè R= 0,5. Ïîñêîëüêó â äàí-
íîé ðàáîòå äîëÿ α0 îò ìàêñèìàëüíîé äîñòèæèìîé
êðàòíîñòè ⌊ω0n⌋, ïðè êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(4), íå ôèêñèðîâàíà è íå ðàâíà 0,5, êàê â ïðåäûäó-
ùèõ ðàáîòàõ [2], [8], [9] è [11], òî èìååò ñìûñë ñðàâ-
íèâàòü ïðîèçâåäåíèå α0ω0, ïîëó÷åííîå ïî îöåíêå èç
äàííîé ðàáîòû, ñ ïðîèçâåäåíèåì 0,5ωγ , ïîëó÷åííûì
â ðàáîòå [11].

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4 è òàáë. 1 ïðåäëîæåííàÿ îöåí-
êà ëó÷øå, ÷åì îöåíêà èç ðàáîòû [11]. Ïðè ýòîì ìàê-
ñèìàëüíîå óëó÷øåíèå îöåíêè äîñòèãàåòñÿ ïðè ñðåä-
íèõ çíà÷åíèÿõ äëèí êîäîâ-êîìïîíåíòîâ, íà êîòîðûõ
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Òàáëèöà 1. Äîëÿ ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâèìûõ

îøèáîê Õ-ÌÏÏ-êîäîì

Äîëè
n0

63 127 255 511 1023

α0ω0, 10−4 1,37 9,50 11,46 8,89 5,86

0,5ωγ , 10−4 0,99 6,14 7,38 5,84 3,96
α0ω0
0,5ωγ

1,38 1,54 1,55 1,52 1,48

Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòè ω0 è α0 îò äëèíû êîäà-

êîìïîíåíòà

Äîëè
n0

63 127 255 511 1023

α0 0,58 0,51 0,46 0,41 0,37

ω0, 10−4 0,24 1,86 2,51 2,15 1,57

äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèå ãàðàíòèðîâàí-
íî èñïðàâèìîé äîëè îøèáîê. Ïðè óìåíüøåíèè èëè
óâåëè÷åíèè äëèíû êîìïîíåíòíîãî êîäà ïðåäëîæåí-
íàÿ îöåíêà ñòðåìèòñÿ ê îöåíêå èç ðàáîòû [11].

Ç à ì å ÷ à í è å 5. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå
[11] îöåíêà èç ðàáîòû [8] áûëà óëó÷øåíà ïðèìåðíî
íà äâà ïîðÿäêà.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòè ω0 è α0 äëÿ
Õ-ÌÏÏ-êîäà ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè R = 0,5 â
çàâèñèìîñòè îò äëèíû n0 êîäà-êîìïîíåíòà. Êàê âèä-
íî èç òàáë. 2 äîëÿ α0 óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì äëèíû
n0. Ïðè ìàëûõ æå çíà÷åíèÿõ n0 äîëÿ α0 > 0,5, ò.å.
áîëüøå äîëè, êîòîðàÿ âûáèðàëàñü â ïðîøëûõ ðàáî-
òàõ [2], [8], [9] è [11] ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ω.

6. Çàêëþ÷åíèå

Èçìåíåíèå êðèòåðèÿ çàìåíû ñèìâîëà ïðè äåêî-
äèðîâàíèè Õ-ÌÏÏ-êîäà ïî àëãîðèòìó A , îïðåäåëå-
íèå óñëîâèÿ (4) ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿåìîãî ñèìâî-
ëà, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îöåíêè êîëè÷åñòâà ðåáåð
â ãðàôå Òàííåðà ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ðàçðàáî-
òàííûõ â ðàáîòå [11], è îðèãèíàëüíûé ìåòîä îöåí-
êè äîëè α0 îò ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîé êðàòíîñòè
⌊ω0n⌋ ïîçâîëèëè óëó÷øèòü îöåíêó èç ðàáîòû [11] è
òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó íà äîëþ ãàðàí-
òèðîâàííî èñïðàâèìûõ îøèáîê ïðè äåêîäèðîâàíèè
Õ-ÌÏÏ-êîäîâ ïî àëãîðèòìó A .
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