
Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà,èñïðàâëÿþùèõ ñòèðàíèÿ è íåñêîëüêî îøèáîêÊðåùóê À.À.ÈÏÏÈ ÐÀÍkrsch@iitp.ruÀííîòàöèÿÂ äàííîé ðàáîòå îïèñàíû êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà.Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, èñïðàâëÿþ-ùèé îøèáêè è ñòèðàíèÿ. Äàííûé àëãîðèòì ðàçáèòíà ÷åòûðå ýòàïà. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýòàïîâïðèâåäåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ èõ ðåàëèçàöèè. Äëÿêàæäîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëåíà îöåíêà ÷èñëà íåîá-õîäèìûõ îïåðàöèé äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí-íîãî â ñòàòüå ÐÑ êîäà. Ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìîäè-ôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ôîðíè. Ïîñòðîåíà ïðîãðàìì-íàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèâåä¼ííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðîâå-äåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ÷èñëà òðåáóåìûõîïåðàöèé óìíîæåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÊîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà ÿâëÿþòñÿ êîäàìè ñ ìàêñè-ìàëüíûì äîñòèæèìûì ðàññòîÿíèåì. Ê ñîæàëåíèþ,êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ îïðå-äåë¼ííîé äëèíû â êîíêðåòíîì ïîëå. Äëÿ ïîëÿ GF(q)êîäû ÐÑ èìåþò äëèíó q−1. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿêîäà áîëüøîé äëèíû ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîëåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â òåõíèêå ÷àñòî ïðèìåíÿþò-ñÿ ïîëÿ GF(2m), ÷òî åù¼ ñèëüíåå ñóæàåò âûáîð êîäà.Ðàçóìíûì êîìïðîìèññîì ìåæäó ñêîðîñòüþ äåêîäè-ðîâàíèÿ è êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòüþ ÿâëÿåòñÿèñïîëüçîâàíèå ÐÑ êîäà äëèíû 255íàä ïîëåì GF(28).Èìåííî ýòîò êîä ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñòàòüå.Ïðè âûáîðå êîäà è äåêîäåðà âàæíî ïðèíèìàòüâî âíèìàíèå ñâîéñòâà êàíàëà ïåðåäà÷è äàííûõ. Íà-ïðèìåð, â óñëîâèÿõ êàíàëà ñ çàìèðàíèÿìè ñîîòíî-øåíèå ñèãíàë øóì ìîæåò îïóñêàòüñÿ äî ìàëîãî çíà-÷åíèÿ íà íåáîëüøèå èíòåðâàëû âðåìåíè. Ïðè ýòîìîøèáêà æ¼ñòêîé äåìîäóëÿöèè ìîæåò äîñòèãàòü çíà-÷åíèé â 40%. Ýôôåêòèâíûì âûõîä èç ýòîé ñèòóàöèèÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äåêîäåðà ñ ìÿãêèì âõîäîì,íî åãî ñêîðîñòü äåêîäèðîâàíèÿ îáû÷íî çíà÷èòåëüíîíèæå àíàëîãè÷íîãî æ¼ñòêîãî äåêîäåðà. Â êà÷åñòâåêîìïðîìèññà äåìîäóëÿòîð çàìåíÿåò ñèìâîëû ñ âû-ñîêîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè íà �ñòèðàíèÿ�. Â ýòîìñëó÷àå äåêîäåð äîëæåí ïîíèìàòü òàêîé âõîä è óìåòü

ýôôåêòèâíî èñïðàâëÿòü êàê îøèáêè, òàê è ñòèðà-íèÿ.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàíàë, â êîòîðîì âå-ðîÿòíîñòü ñòèðàíèÿ íå ìåíåå ÷åì íà ïîðÿäîê âûøåâåðîÿòíîñòè îøèáêè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì ÐÑ-êîä [n,k,d]=[255,225,31] íà ïîëåì
GF(28). Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ:
α - ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ,
v - êîëè÷åñòâî îøèáîê,
ρ - êîëè÷åñòâî ñòèðàíèé,
g = v+ρ - êîëè÷åñòâî èñêàæåíèé,
c= (c0, . . . ,cn−1) - êîäîâîå ñëîâî,
v = (v0, . . . ,vn−1) - ïðèíÿòîå ñëîâî,
e= (e0, . . . ,en−1) - âåêòîð îøèáîê,
f = ( f0, . . . , fn−1) - âåêòîð ñòèðàíèé.

v = c+e+ fÄåêîäåð äîëæåí, èìåÿ íà âõîäå âåêòîð v,vi ∈
GF(q)∪{ξ}, ãäå ξ - ñèìâîë ñòèðàíèÿ, äàòü íà âûõîäåëèáî ïåðåäàííîå êîäîâîå ñëîâî c, ëèáî íåïðàâèëüíîåêîäîâîå ñëîâî c̃, ëèáî äàòü îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.Ïðè ýòîì äåêîäåð áóäåò �õîðîøèì�, åñëè âåðîÿòíî-ñòè ïîñëåäíèõ äâóõ ñîáûòèé áóäóò ìàëû.Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ñòèðà-íèé.Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî GF(q)n ðàçáèâàåòñÿ íà
qk+1 îáëàñòåé, ïåðâûå qk ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûìêîäîâûì ñëîâàì, à ïîñëåäíÿÿ - îòêàçó îò äåêîäèðî-âàíèÿ. Îáû÷íî îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîäîâûìñëîâàì, ÿâëÿþòñÿ øàðîì, îïèñàííûì âîêðóã êîäîâî-ãî ñëîâà, òàê êàê ýòî óïðîùàåò êîíñòðóêöèþ äåêîäå-ðà. Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå äåêîäåðû, óêîòîðûõ ðàäèóñû ýòèõ øàðîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
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Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îòêàçà îò äåêîäè-ðîâàíèÿ áóäåò ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âåêòî-ðà îøèáêè â ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü, à âåðîÿò-íîñòü ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ - â îáëàñòü, ñîîò-âåòñòâóþùóþ íóëåâîìó êîäîâîìó ñëîâó.Åñëè â êàíàëå ïðîèçîøëî ρ ñòèðàíèé, ïðèíÿòîåêîäîâîå ñëîâî èç òî÷êè �ïðåâðàùàåòñÿ� â íåêîòîðóþôèãóðó, èìåþùóþ äèàìåòð ρ . Â ýòîì ñëó÷àå, åñëèôèãóðà ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ îäíèì �øàðîì îøè-áîê�, äåêîäåð âûäàñò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà äåêîäè-ðîâàíèÿ öåíòð ýòîãî øàðà. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû �ôè-ãóðà ñòèðàíèé� âñåãäà ïåðåñåêàëàñü íå áîëåå ÷åì ñîäíèì �øàðîì îøèáîê�. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðèóñëîâèè: 2v+ρ < d, ãäå v - êîëè÷åñòâî îøèáîê.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü íåïðà-âèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ, íàø äåêîäåð áóäåò âûäà-âàòü îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ ïðè 2v+ ρ > 2t. Ïðèýòîì äåêîäåð ïðèìåò íåïðàâèëüíîå ðåøåíèå, òîëüêîåñëè 2v+ρ > 2d −2t. À çíà÷èò âåðîÿòíîñòè îøèáêèè îòêàçà îò äåêîäèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåò-ðîì t.Äëÿ óïðîùåíèÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé èñêàæå-íèé (ïóíêò 4 â íèæåïðèâåä¼ííîì ñïèñêå) îòäåëüíîîãðàíè÷èì êîëè÷åñòâî îøèáîê è ñòèðàíèé âåëè÷è-íàìè vmax è ρmax ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè õîòÿ áû îäíàèç íèõ áóäåò ïðåâûøåíà, äåêîäåð îòêàæåòñÿ îò äå-êîäèðîâàíèÿ.Ââåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû:
c(x) = cn−1xn−1+ . . .+ c1x+ c0

v(x) = vn−1xn−1+ . . .+ v1x+ v0

e(x) = en−1xn−1+ . . .+ e1x+ e0

f (x) = fn−1xn−1+ . . .+ f1x+ f0Ââåä¼ì ëîêàòîðû îøèáîê Xi, ñòèðàíèé Ui è èñ-êàæåíèé Li [2], à òàêæå èõ çíà÷åíèÿ Yi, Zi è Di ñîîò-âåòñòâåííî.Â òåðìèíàõ ëîêàòîðîâ îøèáîê è ñòèðàíèé ìîæ-íî ñêàçàòü, ÷òî äåêîäåð äîëæåí ïî äàííûì v è Uiîïðåäåëèòü Xi è Di.Ðàññìîòðèì îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà äåêîäè-ðîâàíèÿ:1. Íàõîæäåíèå ñèíäðîìà S j è ñèíäðîìíîãî ìíîãî-÷ëåíà
S(x) =

2t

∑
j=1

S jx
j−1 =

2t

∑
j=1

v(α j)x j−1.2. Íàõîæäåíèå ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ èñêàæåíèé
Λ(x) =

g
∏
j=1

(1−X jx) è ìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèé èñêà-æåíèé
Ω(x) = S(x)Λ(x)(mod xg) =

g

∑
i=1

YiXi ∏
j 6=i

(1−Xix).

3. Âû÷èñëåíèå ëîêàòîðîâ îøèáîê.4. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èñêàæåíèé.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèèîòäåëüíûõ ýòàïîâ è ñðàâíèâàòü èõ ïî êîëè÷åñòâóîïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, âîçìîæíîñòè ïà-ðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ è ñêîðîñòè ðàáîòû íà êîì-ïüþòåðå. Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëü-íîãî ïàðàìåòðà, ïîçâîëÿþùåãî ñðàâíèâàòü àëãîðèò-ìû ïî âðåìåíè ðàáîòû èõ ðåàëèçàöèé. Ñóùåñòâó-þò òðè ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèè, îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-ðîñòü âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà: ñëîæåíèåâ GF(q), óìíîæåíèå â GF(q) è óìíîæåíèå ýëåìåí-òîâ GF(p)⊂ GF(q) íà ýëåìåíòû GF(q). Íàïðèìåð, âñëó÷àå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
GF(2m) òðåáóåòñÿ m ñëîæåíèé. Èñïîëüçîâàíèå òàá-ëèö ëîãàðèôìîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åäèíñòâåí-íóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ è 3 ïîäñòàíîâêè ïî òàáëè-öå. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà, ïîäñòàíîâ-êà ïî òàáëèöå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïðèìåðíî çàòî æå âðåìÿ, ÷òî è òðè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Îäíà-êî ïðè ðåàëèçàöèè íà ÏËÈÑ èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòèçíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõýëåìåíòîâ.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÌíîãèå ýòàïû äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî ýôôåêòèâ-íî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå. Ïðèâåä¼ì 2 ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâ-êè çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

Vi =
n−1

∑
j=0

α i jv j = v(α i), i = 1,n (1)Âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåìïåðâûõ 2t êîìïîíåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè-íÿòîãî ñëîâà (â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòüýòó îïåðàöèþ ÷àñòè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå).Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñèíäðîìà ïî ôîðìóëå 1 òðåáóåò
2t(n− 1) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è 2tn îïåðàöèé óìíî-æåíèÿ. Ýòî, ñ ó÷¼òîì ïàðàìåòðîâ íàøåãî êîäà, ñî-ñòàâëÿåò 30∗ 254= 7620 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è 7720îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé áûñòðîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâîèç íèõ íå äàþò âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü ÷àñòè÷íîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çà ìåíüøåå âðåìÿ. Ðàññìîò-ðèì íàèáîëåå èçâåñòíûå èç íèõ.×èñëî n= 255èìååò ñëåäóþùèå ïðîñòûå ìíîæè-òåëè: 3, 5, 17. Âîñïîëüçîâàâøèñü àëãîðèòìîì Êóëè-Òüþêè [2], ìû ìîæåì âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå çà 255(3+ 5+ 17+ 2) = 6885 îïåðàöèé óìíî-æåíèÿ. Àëãîðèòì Ãóäà-Òîìàñà [2] ïîçâîëÿåò óìåíü-øèòü ýòî êîëè÷åñòâî äî 6375. Îáà ýòèõ àëãîðèò-ìà ñâîäÿò âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëè-íû 255 ê íåñêîëüêèì ïðèìåíåíèÿì ïðåîáðàçîâàíèé
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Ôóðüå äëèíû 3, 5 è 17. Â àëãîðèòìå Ãóäà-Òîìàñàèñõîäíûé âåêòîð çàïèñûâàåòñÿ â òàáëèöó íà äèàãî-íàëè è å¼ ïðîäîëæåíèè. Ðåçóëüòàò òàê æå ñ÷èòûâà-åòñÿ �íåëèíåéíî�. Ýòî íå ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çà ìåíüøåå ÷èñëîîïåðàöèé.Íî àëãîðèòì Êóëè-Òüþêè çàïèñûâàåò âõîäíûåçíà÷åíèÿ â òàáëèöó âäîëü ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ýòîïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëÿòü òîëüêî ïåðâûå 2 ýëåìåíòàïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëèíû 17. Ýòî ñîêðàùàåò êî-ëè÷åñòâî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ äî 255∗ (3+1)+255∗
(5+1)+255∗2= 3060.Àëãîðèòì Âàíãà-Æó [7] òàê æå ïîçâîëÿåò âû-÷èñëÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îí ñòðîèò äåðå-âî èç ìíîãî÷ëåíîâ qi j(x), ãäå i-âûñîòà òåêóùåãîýëåìåíòà (äëÿ ëèñòüåâ îíà ðàâíà 0). Ïðè ýòîì
qi j = ∏p−1

k=0 qi−1, jp+k, i = 1,m, j = 0, pm−i −1. Êðîìå òî-ãî, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà qi j(x) ðàâíà pi, è qi j(x) =
qi0 +Qi j, ãäå Qi j - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ âõîä-íîãî ìíîãî÷ëåíà v(x) âû÷èñëÿåòñÿ ri−1, jp+k(x) =
ri, j(x)mod (qi−1, jp+k(x)),rm,0 = v(x). Â ñëó÷àå m= 2r ñó-ùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ q0 j(x), ÷òîâñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ qi0(x) áóäóò ïðèíàä-ëåæàòü ïîëþ GF(p).Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé óìíîæåíèÿýëåìåíòîâ ïîëÿ GF(q) áóäåò ðàâíî äëÿ íàøåãî êî-äà 1665, à êîëè÷åñòâî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ýëåìåí-òîâ GF(p) ⊂ GF(q) íà ýëåìåíòû GF(q) ðàâíî 3712.Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ðàâíî 5377. Ïî âñåìòð¼ì ïàðàìåòðàì àëãîðèòì Âàíãà-Æó áûñòðåå àë-ãîðèòìîâ Ãóäà-Òîìàñà è Êóëè-Òüþêè, íî, â îòëè÷èåîò ïîñëåäíåãî, íå ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè âû-÷èñëÿòü ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â ñëó÷àåâû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ìàëîé ñòåïåíè àë-ãîðèòì Âàíãà-Æó ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâîîïåðàöèé, áëàãîäàðÿ âû÷èñëåíèþ òîëüêî íèæíåé ÷à-ñòè äåðåâà.Åù¼ îäèí áûñòðûé àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå îïèñàí â [5]. Ê ñîæàëåíèþ, âû÷èñëåíèå ÷à-ñòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íå ïîçâîëÿåò ïîíè-çèòü ÷èñëî îïåðàöèé. Òåì íå ìåíåå äàííûé àëãîðèòìâñ¼ ðàâíî èñïîëüçóåò ìåíüøå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,÷åì âñå ïðåäñòàâëåííûå ðàíåå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëèíû 256 òðåáóåòñÿ ëèøü 1024îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.Äðóãèì ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîì ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ öèêëîòîìè÷åñêèé àëãîðèòì [3].Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçëîæåíèè ïîëÿ íà öèêëîòî-ìè÷åñêèå êëàññû è ãðóïïèðîâêå ýëåìåíòîâ èñõîäíî-ãî âåêòîðà. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ èñõîäíîãî âåêòîðàíà äâîè÷íóþ è áëî÷íî-öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöû. Äàí-íûé àëãîðèòì òðåáóåò O(n logn) ïàìÿòè äëÿ õðàíå-íèÿ ïðåäâû÷åñëåííûõ ìàòðèö, îäíàêî îí èñïîëüçóåòçíà÷èòåëüíî ìåíüøå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-íèÿ. Ïîäðîáíûé îáçîð ýòîãî àëãîðèòìà íå ïðåäñòàâ-

ëåí â äàííîé ðàáîòå. Áîëåå ïîäðîáíî ïðî ïðèìåíåíèåöèêëîòîìè÷åñêîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïðî÷èòàòü â [4].4. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ èñêàæåíèéÏîñòðîèì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ ñòèðàíèé:
Ψ(x) =

ρ
∏
i=1

(1 − xUi). Âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàòèâíîéïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â [6, ðàçäåë 3.3], äëÿ ïîèñêàìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøèáîê è ñòèðàíèé Λ(x) (â[6] èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Ω(x), íî ìû ðåçåð-âèðóåì ýòî îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèéèñêàæåíèé). Âíåñ¼ì â ýòó ïðîöåäóðó íåáîëüøîåèçìåíåíèå: îãðàíè÷èì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Λ(x)çíà÷åíèåì ρ + vmax.Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê Λ̃(x) =
Λ(x)
Ψ(x) , degΛ̃ < vmax. Òàêèì îáðàçîì, äåëåíèå ìíîãî÷ëå-íîâ ïîòðåáóåò (ρ + vmax/2)vmax îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,ñòîëüêî æå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è vmax îïåðàöèé âçÿ-òèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.Äëÿ ñëó÷àåâ vmax = 2,3,4 àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäûâû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îïèñàíû â [3] è [1,ñ 272]. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü òî÷íîå êîëè÷åñòâîîïåðàöèé äëÿ íèõ. Â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè èñ-ïîëüçîâàëñÿ ïåðåáîðíûé àëãîðèòì, â ñèëó ïðîñòîòûåãî ðåàëèçàöèè.5. Ìíîãî÷ëåí çíà÷åíèé èñêàæåíèéÌíîãî÷ëåí çíà÷åíèé èñêàæåíèé

Ω(x) =
g−1

∑
k=0

= S(x)Λ(x)mod xg =
g

∑
i=1

DiLi ∏
j 6=i

(1−L jx)Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Ω(x) ïî ìîäóëþ x2t , êàê ýòîîïèñàíî â [2, Ãëàâà 7], íî ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû
Ωk = 0,k ≥ g. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ωkòðåáóåòñÿ k óìíîæåíèÿ è k ñëîæåíèé. Òîãäà äëÿ âû-÷èñëåíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ íåîáõîäèìî (g2−g)/2óìíîæåíèé è (g2−g)/2 ñëîæåíèé. Õàðàêòåðíûì çíà-÷åíèåì ïàðàìåòðà g ÿâëÿåòñÿ 28, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 2îøèáêàì è 26 ñòèðàíèÿì. Ïðè ýòîì íàì ïîòðåáóåòñÿïî 378 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.Àëãîðèòì Ôîðíè[2] ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèÿèñêàæåíèé ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Di =
Ω(L−1

i )

Λ′(L−1
i )

=
L−1

i Ω(L−1
i )

∏
j 6=i
(1−L−1

i L j)
=

Ω(L−1
i )

b(g−2)/2c

∑
j=1

Λ2 j+1L−2 j
i

,ãäå Λ′(x) - ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ èñêà-æåíèé. Êîýôôèöèåíòû ïðè íå÷¼òíûõ ÷ëåíàõ Λ′(x)ðàâíû íóëþ.Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èñêà-æåíèé ïî ýòîé ôîðìóëå. Âî-ïåðâûõ òðåáóåòñÿ 2g îïå-ðàöèé íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî,
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íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîââ g òî÷êàõ. Åñëè ñ÷èòàòü èõ ïî ñõåìå Ãîðíåðà, äëÿâû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ ïîíàäîáèòñÿ g− 1óìíîæåíèé è g− 1 ñëîæåíèé â ïîëå GF(q). Íà âû-÷èñëåíèå çíàìåíàòåëÿ - åù¼ (g− 2)/2 óìíîæåíèé è
(g− 2)/2 ñëîæåíèé. Èòîãî òðåáóåòñÿ 3g2/2− g îïå-ðàöèé óìíîæåíèÿ è 3g2/2−2g îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.Ïîäñòàâèâ g = 28 ïîëó÷èì ïî 1148 îïåðàöèé ñëîæå-íèÿ è óìíîæåíèÿ. Âìåñòå ñ âû÷èñëåíèåì êîýôôèöè-åíòîâ ìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèé èñêàæåíèé ýòî äà¼ò ïî
2000îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.Ïîñòðîèì èòåðàòèâíóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèò-ìà Ôîðíè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèÿ èñêàæåíèéìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

Di =

g−1
∑
j=0

Λi jSg− j

Li ∏
k 6=i

(Li −Lk)
=

g−1
∑
j=0

Λi jSg− j

g−1
∑
j=0

Λi jL
g− j
i

, (2)ãäå Λi(x) = ∏ j 6=i(1+ L jx) - �óñå÷¼ííûé� ñèíäðîì, íåñîäåðæàùèé ëîêàòîðà Li.Òàê æå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:
Di =

i−1
∑
j=0

Λ(i−1)
j S(i)i− j

Li

i
∏
j=1

(Li −Lk)

=

i−1
∑
j=0

Λ(i−1)
j S(i)i− j

g−1
∑
j=0

Λ(i−1)
j Li− j

i

, (3)ãäå Λ(i)(x) =
i

∏
k=1

(1+Lkx) - �÷àñòè÷íûé� ìíîãî÷ëåí ëî-êàòîðîâ èñêàæåíèé, è S(i)j (x) =
i

∑
k=1

Li
kDk - �÷àñòè÷íûé�ñèíäðîì.Ôîðìóëà 3 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èòåðàòèâíóþïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èñêàæåíèé. Äàí-íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñîâìåñòíî ñ À.À. Äàâûäî-âûì. Ïóñòü ïðè âû÷èñëåíèè ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâèñêàæåíèé ó íàñ ñîõðàíèëèñü âñå ÷àñòè÷íûå ìíîãî-÷ëåíû Λ(i)(x).Äëÿ i = g,g−1, . . . ,11. Âû÷èñëèì Di ïî ôîðìóëå 3.2. S(i−1)

j = S(i)j −L j
i Di, j = 1, . . . , i−13. Ïîâòîðèòü äëÿ ñëåäóþùåãî i.Îïðåäåëèì òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. Äëÿâû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ â ôîðìóëå 3 òðå-áóåòñÿ i − 1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è i − 1 îïåðàöèéñëîæåíèÿ, äëÿ çíàìåíàòåëÿ � åù¼ ñòîëüêî æå. Âñÿäðîáü òðåáóåò 2i−1 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, 2i−2 îïå-ðàöèé ñëîæåíèÿ è îäíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãîýëåìåíòà. Âñåãî òðåáóåòñÿ g2 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,

g2−g îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è g îïåðàöèé âçÿòèÿ îáðàò-íîãî ýëåìåíòà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñèíäðî-ìîâ òðåáóåòñÿ åù¼ ïî (g2− g)/2 îïåðàöèé ñëîæåíèÿè óìíîæåíèÿ.

Äëÿ g = 28 ïîòðåáóåòñÿ 1134 îïåðàöèé óìíîæå-íèÿ, 1176îïåðàöèé ñëîæåíèé è 28 îïåðàöèè íàõîæ-äåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òîýòî áîëüøå, ÷åì â àëãîðèòìå Ôîðíè, íî äëÿ ðàáî-òû èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòüêîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèé èñêàæåíèé.Åù¼ îäíèì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èñêà-æåíèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèé èñêàæåíèé. Ïðè èñïîëüçîâà-íèè àëãîðèòìîâ Êóëè-Òüþêè è Âàíãà-Æó íå óäà¼òñÿäîñòè÷ü âûèãðûøà â êîëè÷åñòâå îïåðàöèé, íî ìîæíîèçáàâèòüñÿ îò îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.Êðîìå òîãî, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êóëè-Òüþêè ÿâ-ëÿåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé îò g ñ ïîëîæèòåëüíûìñâîáîäíûì ÷ëåíîì.Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà âñåõ ñèìâîëàõ GF(q)ìîæíî òàê æå íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà îïèñàí-íîãî â [3, Ðàçäåë 3.1]. Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé äëÿýòîãî ñëó÷àÿ íå ïðîèçâîäèëàñü.6. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îïèñàí-íûõ àëãîðèòìîâÑ öåëüþ ïðîâåðêè âûøåóêàçàííûõ ðàñ÷¼òîâ áû-ëà íàïèñàíà áèáëèîòåêà íà ÿçûêå Python. Áûëè ðåà-ëèçîâàíû àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå:
• ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Êóëè-Òüþêè, îïèñàí-íàÿ âûøå,
• àëãîðèòì Âàíãà-Æó, òàêæå âèäîèçìåí¼ííûéäëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå,
• àëãîðèòì, îïèñàííûé â [5].Çàòåì áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìåññèè àëãîðèòì Ôîðíè. Òàêæå áûëà ðåàëèçîâàíà èòåðà-òèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ôîðíè.Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíî-æåíèÿ è äåëåíèÿ ïðîèçâîäèëñÿ àâòîìàòè÷åñêè, çàñ÷¼ò ãèáêîñòè îáúåêòíîé ìîäåëè ÿçûêà Python. Äëÿâñåõ ìîäóëåé áèáëèîòåêè áûëè íàïèñàíû ïîäðîáíûåòåñòû. Îïòèìèçàöèÿ êîäà íå ïðîâîäèëàñü.Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîäòâåðäèëî òåîðåòè-÷åñêèå îöåíêè. Èñïîëüçîâàíèå èòåðàòèâíîãî àëãî-ðèòìà Ôîðíè ïîçâîëèëî óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàöèéóìíîæåíèÿ ñ 3130 äî 2877 íà âñþ ïðîöåäóðó äåêî-äèðîâàíèÿ. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âîç-âåäåíèÿ â ñòåïåíü èçìåíèëîñü íåçíà÷èòåëüíî. Âû-÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà çíà÷åíèé èñ-êàæåíèé è ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Ôîðíè ïîòðåáî-âàëî 406+1120= 1526óìíîæåíèÿ. Äëÿ èòåðàòèâíî-ãî àëãîðèòìà Ôîðíè ïîòðåáîâàëîñü 1218óìíîæåíèé.Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî óëó÷øèòü, ïîëîæèâ j0 = 0

133



è ïîâòîðíî èñïîëüçîâàâ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû âû-÷èñëåíèé.7. Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå îïèñàí àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ÐÑ-êîäîâ, èñïðàâëÿþùèé îøèáêè è ñòèðàíèÿ. Íà êàæ-äîì ýòàïå äåêîäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêîâîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé. Äëÿ ÐÑ êîäà [255,225,31]ïðèâåäåíà îöåíêà êîëè÷åñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèé èóìíîæåíèé â ïîëå GF(q), à òàêæå óìíîæåíèÿ ýëå-ìåíòîâ GF(p) ⊂ GF(q) íà ýëåìåíò GF(q) è âçÿòèÿîáðàòíîãî ýëåìåíòà, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿêàæäîãî èç ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ. Îïèñàíà íîâàÿèòåðàòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ôîðíè, ïîçâî-ëÿþùàÿ óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàöèé. Áûëà íàïèñàíàïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âñåõ îïèñàííûõ àëãîðèò-ìîâ. Ñ å¼ ïîìîùüþ ïðîâåäåíà ïðîâåðêà òåîðåòè÷å-ñêèõ îöåíîê íà ÷èñëî îïåðàöèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Ô.Ä. Ìàê-Âèëüÿìñ and Í.Ä.À. Ñëîýí. Òåîðèÿ êîäîâ,èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Ì.: Ñâÿçü, 1979.[2] Ð. Áëåéõóò. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà êîäîâ, êîíòðîëèðóþ-ùèõ îøèáêè. Ìèð, 1986.[3] Ñ.Â. Ôåäîðåíêî. Ìåòîäû áûñòðîãî äåêîäèðîâàíèÿëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ. ÃÓÀÏ ÑÏá., 2008.[4] N. Chen and Z. Yan. Reduced-complexity Reed�Solomon decoders based on cyclotomic FFTs. SignalProcessing Letters, IEEE, 16(4):279�282, 2009.[5] S. Gao and T. Mateer. Additive fast Fouriertransforms over �nite �elds. Information Theory, IEEETransactions on, 56(12):6265�6272, 2010.[6] G. Schmidt. Algebraic Decoding Beyond Half theMinimum Distance Based on Shift Register Synthesis.VDI-Verl., 2007.[7] Y. Wang and X. Zhu. A fast algorithm for the Fouriertransform over �nite �elds and its VLSI implementation.Selected Areas in Communications, IEEE Journal on,6(3):572�577, 1988.
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